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Résumé— Ce travail concerne une technique d’approximation adigptde type POD appliquée
a la résolution d’'une famille de problémes par la méthode INATultiéchelle avec homogénéi-
sation en temps et en espace. L'effet de synergie de ces détlmodes procure a I'approche une
grande efficacité dans le cadre des problémes non linéa@eslution multiéchelles.

Mots clés— approximation radiale, séparation de variables, décaitipn de domaine.

Introduction

La simulation du comportement des matériaux complexes &cleslles fines conduisent a
des problemes a trés grand nombre de degrés de liberté,edoodil de calcul est généralement
prohibitif avec les moyens de calculs actuels.

Dans [1], une nouvelle stratégie de calcul multiéchelleébasur la méthode LATIN [2] a été
proposée pour I'analyse de structures dont le comportepmrdécrit a une échelle fine, tant en
temps qu’en espace. Cette stratégie de décomposition deim®roonduit a la résolution d’'un
grand nombre de problémes d’évolutions indépendants parstouctures a chaque itérations.

Si elle est menée avec une méthode incrémentale classioésdlution de ces problémes
peut représenter un co(t prohibitif. Dans ce cadre, unenigab de résolution réduite, appelée
approximation radiale, a été proposée dans [2, 3] et dépépans [4]. Il s’agit d’'une méthode
de constructiom priori d’'une décompaosition de type POD [5] de la solution d’'un paie d’évo-
lution. Dans ce travail, nous proposons une reformulat®oatte approximation dans le cadre de
modéles de matériaux a variables internes [6]. Par aillewsours des itérations une partie de
I'information générée est stockée dans une base réduiteraidns. Sa réutilisation dans une
phase préliminaire & chaque itération, sous forme d’'un tea@éluit, est souvent suffisante a la
construction d’'une approximation de trés bonne qualitthsdda cas contraire, I'enrichissement
de la base réduite est gérée par des indicateurs basésrseuri’en relation de comportement qui
assurent a la stratégie de construire le minimum de foretigtessaires a la convergence de la
méthode.

1 La méthode LATIN multiéchelle en temps et en espace

Dans cette partie, les grandes lignes de la méthode LATINiéahklle en temps et en espace
sont présentées. Pour plus de détails, le lecteur pourédérera [2, 6]



1.1 Probléme de décomposition de domaine
1.1.1 Probléme de départ

Nous considérons I'évolution d’une structure visco-étpe définie par le domair®, T| x Q.
Dans le cas d’autre comportement matériaux, on pourra setegfa [6]. La structure est soumise
a des efforts extérieurs surfaciqueg sur son bord,Q. Sur la partie complémentaire du bord
01Q, le déplacemerlt) ; est imposédf. Figure 1). Le tenseur des contraintes de Green-Lagrange
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Figure 1 — probléme avec décomposition de domainee
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est notéo. La déformation, notég, est le gradient symétrique du déplacemgnElle se compose
d'une partie élastique, vérifiant la loi d’'étatc = Ke,, et d’une partie anélastiqu suivant la
relation de comportememt, = B(a) éventuellement non linéaire. Afin de simplifier 'exposé, le
conditions initiales sont supposées nulles, excepté ladément) c|i—o =U2.

1.1.2 Décomposition du domaine

Le premier point de la méthode consiste d’'une part a coraidérstructureQ comme un
ensemble de sous-domain@s séparés par des interfacEgg (cf. Figure 1) et d’autre part, a
diviser le domaine d’étudi®, T] en un ensemble de sous-intervalles grossfers [t° S ]. L'état
de chaque sous-structure est définiaret o (oulg indique la restriction d&l aQg). Chaque
interface est caractérisée Mg, la restriction du déplacemebt al g, et Fgg la contrainte
normale sufl gg. Une relation entre ces quantités est introduite pour trade comportement
beg de l'interface :

bEE' (W_EE/’W_E’E’EEE/aEE’E) =0 (1)

Pour une interface parfaite, on aura 5> Wep = We e etFgp + Feg = 0. On notera enfin
W (resp._F:) 'ensemble des cham8c (resp. F-g/) d’'une méme sous-structuf®:.

1.1.3 Description a deux échelles

L'approche multiéchelle consiste a introduire une desiorpa deux echelles des quantltes
d mterfaceWE etFg. Une quantltéNE (resp. FE) est la somme de sa partie maMrQ c wH
(resp. ¥ € M) et de son complément mlcwE (resp. AD).

Fe—EM+ED avec vWiewd, [ (Ee—EY)-Weds—0 et Ef—Fe-—EY

1>

Les espacavM et 7M peuvent étre choisis arbitrairement, mais sont pris égaiespace
produit des espaces vectoriels engendrés par une basedi®risninéaires en espaegx) et



guadratique en tempisj(t) (cf. [1]). Ainsi :
VEY e wd!, E¥ = > D aijax) fi(t)
]

Le choix de I'espace d’admissibilité des efforts macrowspoint majeur de la méthodst
lui confére son caractére multiéchelle. En effet, on chdiginposer aux parties macro des efforts
d'interfaceFM = {E“E"}E de vérifier systématiquemeids conditions de transmissions aux inter-
faces. Le sous-espace @@' correspondant est noﬂéE“{'ad. On définiw ', de maniére analogue.

1.2 La stratégie de calcul multiéchelle avec homogénéisati

On définitAgy, I'espace des solutions des équations linéaires, évésruaht globales dt I'es-
pace des solutions des équations locales, éventuelleroariingéaires. La solution du probleme
sous-structuré est naturellement définie Rcce= AqNT. Ce qui revient a faire la séparation
suivante :

- admissibilité cinématique
Aq | - admissibilité statique

- loi d’état

- conditions initiales

- loi d’évolution
et I | - comportement des interfaces
- conditions initiales

Dans ces conditions, on peut appliquer I'algorithme LATH} gui est un solveur itératif pour
problémes non linéaires d’évolution et qui a la partictdéad’opérer sur I'espace-temps complet
a chaque itération. Une itération de la méthode consistécairdiber alternativement une solution
Sw+1/2 deTl puis une solutiors,, ; de Aq en suivant des directions de recherckesetE~. Les
deux étapes correspondantes sont appé&ige localeet étape linéaire

1.2.1 Etape locale

Cette étape consiste a détermiBgry, € I', connaissans, € Ay en suivant la direction de

rechercheE™ définie par la relation suivantéQg :
E+ (QPE_EDE)+H(GE_GE) =0 (2)
(We —We) —h(Fg —Fg) =0

oUH eth sont des opérateurs symétriques définis positifs qui senpdemeétres de la méthode.
A cette étape, I'ensemble des équations étant locales axcegp en temps (si tant est gRiest
b le soient aussi), on doit résoudre un certain nombre d'@nganon linéaires, mais locales en
chaque point d’interpolation.

1.2.2 Etape linéaire

Ici, le probléme consiste a trouvef,; € Ag, connaissans, 1, € I' et en suivant la di-
rection de recherchE~. A cause de la condition d’admissibilité des efforts maemnllkectlon

de recherche est globale en espace et en temps. Un mutgplicde Lagrangw (WE
We ad)QECQ est alors introduit pour garantir I'admissibilité des effomacro au sens faible (voir
[1]). La directionE™~ s’écrit donc pour chagu@g de la maniére suivante :

- { (Epe — €pe) —H(0e —0e) = 0 y
(We —We)+h(Fe —Fg) = W
L'étape linéaire se résume donc a résoudre deux types déepreb : un probléme macro

homogénéisé défini sur 'ensemble des inconnues macragespid’interface ; et un probléme
micro indépendant par sous-structure tous deux définisisterizalle grossiet ©.
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2 Approximation radiale

A chaque itération, un ensemble de problémes micro définiesisous-structures d’espace-
tempsQe x I® doit donc étre résolu : les problémes variant peu d'unetitéra l'autre. Les
techniques incrémentales classiques ne tirent pas pacettie propriété, et peuvent conduire a
un co(t de calcul prohibitif pour I'étape linéaire. Dans catexte, une technique de résolution
alternative basée sur le concept de fonctions radialebrigee de résolution efficace en visco-
plasticité [3]) a été proposée [2]. Elle consiste a rechartdnsolution d’'un probléme d’évolution
sous la forme d’'un produits dafonctions découplées :

)~ 3 MOAR) @

Dans lequel les fonctions radialdset /\; sont inconnues priori. Cette écriture générale ap-
partient & la famille des méthodes de type POD (pour Propbio@onal Decomposition, voir [5]),
dont font partie les méthodes de décompositigmosterioriKLE (Expansion de Karhunen-Loeve),
SVD (Décomposition en Valeurs Singuliéres), PCA (Analys€Cemposantes Principales). Ici, il
s’agit d'une méthode de résolutiapriori qui a été utilisé avec succés dans le cadre du recalage,
dans le domaine stochastique [7] ainsi que dans le cas dipre® multi-dimentionnels [8].

2.1 Approximation des problemes micro de la stratégie

Probléme de minimisationA ['itération n, la solution est recherchée sous la forsie=
S»-1+As, ou seule la correction de solutidss, € A} est recherchée sous la forme radiale sus-
citée. La direction de recherche (3) pouvant étre integerébmme une relation de comportement
linéaire, les problémes micro consistent, pour chaque-dommineQg x IiG, a détermines, g
qui minimise surAj l'erreur en relation de comportemeet,~(se) associée a la direction de
recherche (3), définie par :

. —.2 . _12
Rac(sE) = HSpE—HoE+AHH1E+HV_VEJrhEE—éHhE (5)
ouA etd ne dépendent que dg 1 et $i-1/2 connus a cette étape ; et avec les normes :

t t
0|2 :/ 1- S)OoH'OdQdt  ||0)2 :/ 1- —)0-h-OdSdt
Ble= Jo o0~ 7) IBle = fe 00, @~ 7

Représentation des inconnudiss’agit alors de représenter les inconnues minimales du pr
bléeme sous forme radiale. Le choix qui est fait ici est unelamadion de la version proposée
dans [4] dans le cas de modeéles de matériaux a variableséastece premier point consiste a
représenter la déformation inélastique et le déplaceniemédace de cette fagon :

p p
Dep(t,M) = 5 a“(ES(M) et AW(EM) = 5 a*(t)Z(M)
K=1 k=1
En utilisant les équations d’admissibilité, les autredaldesAg, Ao, AF peuvent étre déduites
des premiéres facilement. Selon nos expérimentationsldaras viscoélastique, cette technique
conduit approximativement au calcul de deux fois moins adetions temporelles.

Algorithme.Pour déterminer I'approximation d’ordra = 1, I'idée consiste a minimiser al-
ternativement par rapport aux fonctions spatiales et teeflps, les autres étant fixées. Ce qui
conduit a I'alternance de deux types de problémes :

— Probléme spatial oi(t) étant fixée, on cherch@p, Z) minimisante?,o(Ase).

— Normalisationdes fonctions spatiales.



— Probléme temporel (Ep, Z) étant fixées, on cherctogt) minimisantek,(Ase ).
Le probléme spatial est un probleme éléments finis standdébendant du temps. Le probléme
temporel, quant a lui, se résume a une simple équationdiffiétle ordinaire scalaire. En pratique
cet algorithme converge rapidement. Cette méthode peuvéé comme une méthode des puis-
sance généralisée sur un opérateur dépendant du probléi@eat chargement. L'approximation
d’ordrem, on construit les fonctions les unes aprés les autres pagéheenalgorithme.

2.2 Une stratégie adaptative

Les fonctions spatiales étant, de loin, les plus colteusadcaler, elles seront stockées dans
une base réduite. L'idée consiste a réutiliser au maximimfofmation générée aux cours des
itérations précédentes. On commencera donc chaquedtégi un étape diteréliminaire dont
le but est de trouver I'ensemble des fonctions temporeii¢ls associée a 'ensemble de fonctions
spatiales de la base. Cette étape se traduit par la résotlitio systéme d’'équations différentielles
du second ordre avec conditions initiales et finales.

A l'itération n, la résolution d’un probléme micro se fait donc en deux &ape

— prédiction.La résolution d'une étape préliminaire permet de détermine solution appro-

chée pour un faible co(t.

— amélioration de la baseSi la qualité de la prédiction n’est pas suffisante, une ctime peut

y étre apportée par le calcul d’une nouvelle approximatiandde 1. La fonction générée

est orthogonalisée par rapport aux fonctions de la base spla norme du résidu n’est pas
trop faible, elle est stockée dans la base réduite ; sinoroarerve la prédiction et I'on

passe a l'itération suivante.
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Figure 2 — Influence de l'indicateur de qualité sur le comgrognt de la méthode et sa conver-
gence. (a) indicateur LATIN par itérations LATIN; (b) indieur LATIN vs taille de la base ré-
duitem; nombre de nouvelle fonctions générées (c) et rejetée paitdee d’orthogonalité (d) par
itérations

Choix de l'indicateur de qualitéS’agissant d’un probléme de minimisation, un indicateur
naturel consiste & prendre la valeur de I'erreyf(Asz) normée. On examine I'exemple d'une
structure carrée 2D encastrée a sa base et soumise a unaeffont sommet. La structure est
décomposée en 25 sous-domaines. La Fig.2 représenteuti@moble I'algorithme si I'on utilise
cetindicateur. Sur 2(d)(gris), on constate que 'algonéhconduit au calcul d’'un grand nombre de
fonctions rejetées par le critére d’orthogonalité. On pespde modifier ce critére en le normant
par le plus grand dénominateur sur 'ensemble@gesce qui permet de réduire considérablement
le nombre de fonctions générées inutilement (cf. Fig.2 (ajr}), tout en ne dégradant pas la
convergence globale de la stratégie (cf. Fig.2 (a) (traitaiscontinu)).

On peut remarquer de plus que le critére est bien adapté atage, puisque I'effort n’est
mené que sur les sous-structures les plus mal convergéestiaedire, ici, celles proches des
conditions aux limites et celles proches des singulariégsgtriques (cf. Fig.3).
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Nombre de nouveaux couples de fonctions radiales

1 11

itération 4 itération 8 itération 11 itération 15

Figure 3 — Nombre de nouvelles fonctions par itération espas-structure

Conclusion

Une véritable stratégie de calcul multiéchelle en tempsatgpace adaptative est proposée.

Elle consiste a mettre en synergie la méthode LATIN mulidietet la POD. L'approche est basée
sur la réutilisation des fonctions issues de résolutionsitémations précédentes par I'approxima-
tion radiale. Un indicateur basé sur I'erreur en relatiorcdsportement a été mis en place afin
de piloter la stratégie adapative et enrichir, quand il le,fiespace d'approximation des pro-
blémes micro. Dés lors, seuls les calculs strictement saoes a la convergence de la méthode
sont menés.

Références

[1]

2]

[3]

P. Ladeveze and A. Nouy. On a multiscale computatiomategy with time and space homo-
genization for structural mechanic€omputer Methods in Applied Mechanics and Enginee-
ring, 192 :3061-3087, 2003.

P. Ladevéze.Nonlinear Computationnal Structural Mechanics - New Apites and Non-
Incremental Methods of Calculatiorspringer Verlag, 1999.

P. Ladevéze. Sur une famille d’algorithmes en mécanipe structuresCompte rendu de
'académie des Science300(2) :41-44, 1985.

[4] A. Nouy and P. Ladevéze. On a multiscale computationatetyy with time and space homo-

genization for structural mechanic€omputer Methods in Applied Mechanics and Enginee-
ring, 192 :3061-3087, 2004.

[5] Anindya Chatterjee. An introduction to the proper odgboal decomposition. Current

[6]

Science78(7) :808-817, 2000.

P. Ladevéze, D. Néron, and J.-C. Passieux. On multiscaeputational mechanics with
time-space homogenization. Multiscale methods—Bridging the scales in Science and En-
gineering chapter Space Time Scale Bridging methods. Oxford UrityelPsess. Ed. J. Fish,

to appear 2009.

[7] A. Nouy. A generalized spectral decomposition techeitpisolve a class of linear stochastic

[8]

partial differential equations.Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering
196(45-48) :4521-4537, 2007.

F. Chinesta, A. Ammar, F. Lemarchand, P. Beauchene, arfobst. Alleviating mesh
constraints : Model reduction, parallel time integratiord digh resolution homogenization.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineerdi@y :400-413, 2008.



